Комплект 13. Векторы в пространстве






Зудина Е.

Компланарные векторы

Справочные материалы к заданиям с пропусками
	Аксиома 1. Через любые три точки, не лежащие на одной прямой, проходит плоскость и притом только одна.
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	Теорема о разложении вектора по двум неколлинеарным векторам (курс планиметрии). Любой вектор можно разложить по двум данным неколлинеарным векторам, причем коэффициенты разложения определяются единственным образом.

	Прямые параллельны, то есть лежат в одной плоскости и не пересекаются.

	Теорема. Если две прямые параллельны третьей прямой, то они параллельны.

	Определение. Векторы называются компланарными, если при откладывании их от одной и той же точки они будут лежать в одной плоскости (т.е. если имеются равные им векторы, лежащие в одной плоскости).
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 – компланарны

	Теорема (признак компланарности трех векторов). Если вектор 
[image: image6.wmf]c

r

 можно разложить по векторам 
[image: image7.wmf]a
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 и 
[image: image8.wmf]b
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, то есть представить в виде 
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, где x и y – некоторые числа, то векторы 
[image: image10.wmf]a

r

, 
[image: image11.wmf]b

r

 и 
[image: image12.wmf]c
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 компланарны.


Справочные материалы к самостоятельной работе
	Определение. Векторы называются компланарными, если при откладывании их от одной и той же точки они будут лежать в одной плоскости (то есть если имеются равные им векторы, лежащие в одной плоскости).

Любые два вектора компланарны.

Три вектора, среди которых имеются два коллинеарных, компланарны.
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 – компланарны

	Если вектор 
[image: image17.wmf]p
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 представлен в виде 
[image: image18.wmf]pxaybzc
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, где x, y и z – некоторые числа, то говорят, что вектор 
[image: image19.wmf]p

r

 разложен по векторам 
[image: image20.wmf]a
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, 
[image: image21.wmf]b
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 и 
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. Числа x, y, z называются коэффициентами разложения.

	Теорема о разложении вектора по трем некомпланарным векторам. Любой вектор можно разложить по трем данным некомпланарным векторам, причем коэффициенты разложения определяются единственным образом.

	Правило параллелепипеда.
Если векторы 
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 некомпланарны, то 
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, где 
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 – диагональ параллелепипеда 
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	Теорема. Квадрат диагонали прямоугольного параллелепипеда равен сумме квадратов трех его измерений.

	Определение. Длиной ненулевого вектора [image: image28.wmf]AB

uuur

 называется длина отрезка AB.


Задания с пропусками
	Вариант 1

	№ 1. Заполните пропуски в формулировке признака компланарности трех векторов.
Если вектор 
[image: image29.wmf]f
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 можно __________________ по векторам 
[image: image30.wmf]m
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 и 
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, то есть представить в виде 
[image: image32.wmf]____
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, где __ и y – некоторые числа, то векторы 
[image: image33.wmf]f

r

, __ и 
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 ______________________.

	№ 2. Дано: 
[image: image35.wmf]5()4()2

addnndm

=-++-+

rrr

rrrr

. Докажите, что векторы 
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 и 
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 компланарны.

Доказательство. Упростим данное равенство:


[image: image39.wmf](

)

(

)

5425__4_________3__.

addnndmddnnm

=-++-+=-+=+

rrrrr

rrrrrrr

 Итак, вектор 
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 разложен по ________________ 
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 и __, следовательно, векторы __, и 
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 ______________________, что и требовалось доказать.

	№ 3. Дан куб 
[image: image43.wmf]1
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. Докажите, что вектор 
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 можно единственным образом разложить по векторам 
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	Доказательство. Прямые BC и 
[image: image48.wmf]11
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 параллельны, поэтому точки 
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 и ___ лежат в одной __________________, а значит, векторы 
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, ____ и 
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 компланарны. Кроме того, векторы 
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 и 
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 не ______________________. Следовательно, вектор 
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 можно __________________ по векторам 
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 и ____, причем коэффициенты разложения определяются ______________________ образом.


Решения заданий с пропусками
	Вариант 1

	№ 1. Заполните пропуски в формулировке признака компланарности трех векторов.
Если вектор 
[image: image56.wmf]f
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 можно разложить по векторам 
[image: image57.wmf]m
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 и 
[image: image58.wmf]n
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, то есть представить в виде 
[image: image59.wmf]fx
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, где x и y – некоторые числа, то векторы 
[image: image62.wmf]f
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, 
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r

 и 
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 компланарны.

	№ 2. Дано: 
[image: image65.wmf]5()4()2
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. Докажите, что векторы 
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, 
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 и 
[image: image68.wmf]n
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 компланарны.

Доказательство. Упростим данное равенство:
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 Итак, вектор 
[image: image70.wmf]a
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 разложен по векторам 
[image: image71.wmf]m
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 и 
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, следовательно, векторы 
[image: image73.wmf]a
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, 
[image: image74.wmf]m
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 и 
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 компланарны, что и требовалось доказать.

	№ 3. Дан куб 
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. Докажите, что вектор 
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 можно единственным образом разложить по векторам 
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 и 
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	Доказательство. Прямые BC и 
[image: image81.wmf]11
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 параллельны, поэтому точки 
[image: image82.wmf],,
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image83.wmf]1
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 и 
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 лежат в одной плоскости, а значит, векторы 
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, 
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 компланарны. Кроме того, векторы 
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 и 
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 не коллинеарны. Следовательно, вектор 
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 можно разложить по векторам 
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, причем коэффициенты разложения определяются единственным образом.


Карточка–подсказка к самостоятельной работе
	Задача 1. В прямоугольном параллелепипеде 
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	Решение. 
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BDBABCBB

=++

uuuuruuuruuuruuur

 – правило параллелепипеда. 
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	Задача 2. Дано: 
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. Разложите вектор 
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 по векторам 
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. Выпишите коэффициенты разложения.

Решение. 
[image: image102.wmf]2
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. Коэффициенты разложения равны 1; 2 и –1.


Самостоятельная работа
	Вариант 1

	№ 1. На рисунке изображен параллелепипед A…D1. Постройте векторы:

а) 
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; б) 
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Какие из этих троек векторов компланарны?
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	№ 2. Дан куб 
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а) Найдите вектор 
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 такой, что 
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, а его начало и конец – вершины куба.

б) Найдите длину вектора 
[image: image112.wmf]p
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, если ребро куба равно 
[image: image113.wmf]3

.
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	№ 3. Точка O – середина диагонали 
[image: image115.wmf]1
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 прямоугольного параллелепипеда 
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	№ 4. Дано: 
[image: image121.wmf]41022

abcm

=-+

rrur

r

. Разложите вектор 
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 по векторам 
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. Выпишите коэффициенты разложения.


Решения заданий самостоятельной работы
	Вариант 1

	№ 1. На рисунке изображен параллелепипед A…D1. Постройте векторы: 
а) 
[image: image124.wmf]11
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; б) 
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Какие из этих троек векторов компланарны?
Ответ: Компланарными являются векторы:

а) 
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	№2. Дан куб 
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а) Найдите вектор 
[image: image132.wmf]p
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 такой, что 
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, а его начало и конец – вершины куба.

б) Найдите длину вектора 
[image: image134.wmf]p
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, если ребро куба равно 
[image: image135.wmf]3

.
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	Решение. а) Используя правило параллелепипеда и равенство векторов 
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б) Ребро куба 
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	№ 3. Точка O – середина диагонали 
[image: image143.wmf]1
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 прямоугольного параллелепипеда 
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. Разложите по векторам 
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: а) вектор 
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; б) вектор 
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	Решение. а) 
[image: image149.wmf]11

DBDADCDD

=++

uuuuruuuruuuruuuur

 – правило параллелепипеда;

б) 
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	№ 4. Дано: 
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. Разложите вектор 
[image: image154.wmf]m
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 по векторам 
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. Выпишите коэффициенты разложения.

Решение. 
[image: image156.wmf]24102,25.
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 Коэффициенты разложения равны 2; –5 и 1.


Задания с пропусками
	Вариант 2

	№ 1. Докажите свойство компланарных векторов.
Если векторы 
[image: image157.wmf]a
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, 
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 и 
[image: image159.wmf]c
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 компланарны, а векторы 
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 и 
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 неколлинеарны, то вектор 
[image: image162.wmf]c
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 можно представить в виде 
[image: image163.wmf]cxayb
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, причем коэффициенты x и y определяются единственным образом.

Доказательство. Отложим от произвольной точки O векторы 
[image: image164.wmf],
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 ______________________, значит, векторы 
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, ____ и 
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 лежат в __________ плоскости (обозначим ее буквой α), причем векторы 
[image: image171.wmf]OA
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 и 
[image: image172.wmf]OB
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 неколлинеарны. В каждой плоскости пространства справедливы все аксиомы и ______________ планиметрии.

Следовательно, в плоскости α выполняется теорема о разложении вектора по двум ___________________________ векторам.

Поэтому 
[image: image173.wmf]OCx
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, то есть 
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 у__, причем числа х и __ определяются ______________________ образом, что и требовалось доказать.

	№ 2. Докажите, что любые два вектора компланарны.
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	Доказательство. Векторы называются компланарными, если при _______________________ их от одной и той же точки они будут лежать в __________ плоскости. Рассмотрим два произвольных вектора 
[image: image178.wmf]AB
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 и 
[image: image179.wmf]CD

uuur

. От любой точки пространства ___________ отложить вектор, равный данному вектору. Отложим от точки A вектор 
[image: image180.wmf]AK
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, равный данному вектору ____ (изобразите его на рисунке). Через любые три точки (в данном случае A, B, __) проходит __________________, следовательно, векторы ____ и 
[image: image181.wmf]AK
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 лежат в одной плоскости. Поэтому векторы 
[image: image182.wmf]AB
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 и 
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 ______________________, что и требовалось доказать.

	№ 3. Дан параллелепипед 
[image: image184.wmf]1
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. Докажите, что вектор 
[image: image185.wmf]1
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 можно единственным образом разложить по векторам 
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 и 
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	Доказательство. Прямые BC и 
[image: image189.wmf]11
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 ______________________, поэтому точки 
[image: image190.wmf]1
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 и ___ лежат в __________ плоскости, а значит, векторы 
[image: image191.wmf]BC

uuur

, _____ и 
[image: image192.wmf]1

DB

uuuur

 компланарны. Кроме того, векторы 
[image: image193.wmf]BC

uuur

 и 
[image: image194.wmf]1

BA

uuur

 ________________________. Следовательно, вектор 
[image: image195.wmf]1

DB

uuuur

 можно разложить по векторам _____ и ____, причем коэффициенты разложения определяются _______________________________.


Решения заданий с пропусками
	Вариант 2

	№1. Докажите свойство компланарных векторов.
Если векторы 
[image: image196.wmf]a

r

, 
[image: image197.wmf]b

r

 и 
[image: image198.wmf]c

r

 компланарны, а векторы 
[image: image199.wmf]a

r

 и 
[image: image200.wmf]b

r

 неколлинеарны, то вектор 
[image: image201.wmf]c

r

 можно представить в виде 
[image: image202.wmf]cxayb

=+

r

rr

, причем коэффициенты x и y определяются единственным образом.
Доказательство. Отложим от произвольной точки O векторы: 
[image: image203.wmf],

OAaOBb

==

uuuruuur

r

r

 и 
[image: image204.wmf]OCc

=

uuur

r

. По условию векторы 
[image: image205.wmf]a

r

, 
[image: image206.wmf]b

r

 и 
[image: image207.wmf]c

r

 компланарны, значит, векторы 
[image: image208.wmf]OA

uuur

, 
[image: image209.wmf]OB

uuur

 и 
[image: image210.wmf]OC

uuur

 лежат в одной плоскости (обозначим ее буквой α), причем векторы 
[image: image211.wmf] 

и 

OAOB

uuuruuur

 неколлинеарны. В каждой плоскости пространства справедливы все аксиомы и теоремы планиметрии.

Следовательно, в плоскости α выполняется теорема о разложении вектора по двум неколлинеарным векторам.

Поэтому 
[image: image212.wmf]OCx

=

uuur


[image: image213.wmf]OA

uuur

 + y
[image: image214.wmf]OB

uuur

, т.е. 
[image: image215.wmf]c
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r

 x
[image: image216.wmf]a

r

 + y
[image: image217.wmf]b

r

, причем числа x и  y определяются единственным образом, что и требовалось доказать.

	№ 2. Докажите, что любые два вектора компланарны.
	
[image: image218.emf] 
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	Доказательство. Векторы называются компланарными, если при откладывании их от одной и той же точки они будут лежать в одной плоскости. Рассмотрим два произвольных вектора 
[image: image219.wmf] 

и 

ABCD

uuuruuur

. От любой точки пространства можно отложить вектор, равный данному вектору. Отложим от точки A вектор 
[image: image220.wmf]AK

uuur

, равный данному вектору 
[image: image221.wmf]CD

uuur

. Через любые три точки (в данном случае A, B, K) проходит плоскость, следовательно, векторы 
[image: image222.wmf]AB

uuur

 и 
[image: image223.wmf]AK

uuur

 лежат в одной плоскости. Поэтому векторы 
[image: image224.wmf]AB

uuur

 и
[image: image225.wmf]CD

uuur

 компланарны, что и требовалось доказать.

	№3. Дан параллелепипед 
[image: image226.wmf]1

...

AD

. Докажите, что вектор 
[image: image227.wmf]1

DB

uuuur

 можно единственным образом разложить по векторам 
[image: image228.wmf]1

BA

uuur

 и 
[image: image229.wmf]BC

uuur

.
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	Доказательство. Прямые BC и 
[image: image231.wmf]11

AD

 параллельны, поэтому точки 
[image: image232.wmf]1

,,

BCA

 и 
[image: image233.wmf]1

D

 лежат в одной плоскости, а значит, векторы 
[image: image234.wmf]BC

uuur

, 
[image: image235.wmf]1

BA

uuur

 и 
[image: image236.wmf]1

DB
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 компланарны. Кроме того, векторы 
[image: image237.wmf]1

BA

uuur

 и 
[image: image238.wmf]BC

uuur

 неколлинеарны. Следовательно, вектор 
[image: image239.wmf]1

DB

uuuur

 можно разложить по векторам 
[image: image240.wmf]1

BA

uuur

 и 
[image: image241.wmf]BC

uuur

, причем коэффициенты разложения определяются единственным образом 


Самостоятельная работа
	Вариант 2

	№ 1. Диагонали основания правильной четырехугольной пирамиды MABCD пересекаются в точке O. Постройте векторы: а) 
[image: image242.wmf],,

ACOBOM

uuuruuuruuuur

; б) 
[image: image243.wmf],,

OBDMMO

uuuruuuuruuuur

; в) 
[image: image244.wmf],,

MBMDAD

uuuruuuuruuur

; г) 
[image: image245.wmf],,

MCAMOA

uuuuruuuuruuur

. 

Какие из этих троек векторов компланарны?
	
[image: image246.emf] 
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	№2 . В прямоугольном параллелепипеде 
[image: image247.wmf]1

...

AD

 точки K, M, N, P – середины ребер 
[image: image248.wmf]11

,,

CDCD

 
[image: image249.wmf],

AB


[image: image250.wmf]11

AB

.
а) Найдите вектор, который равен сумме векторов 
[image: image251.wmf]11

BPADCC

++

uuuruuuruuuur

, а его начало и конец расположены в точках K, M, N, P или в вершинах параллелепипеда. 

б) Найдите длину полученного вектора, если 
[image: image252.wmf]1

4,5,3

ABADAA
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.
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	№ 3. Точка O – центр основания 
правильной шестиугольной призмы 
[image: image254.wmf]111111

ABCDEFABCDEF

. Точка K лежит на ребре 
[image: image255.wmf]1

EE

,  
[image: image256.wmf]1

:2:3

EKKE
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. Разложите по векторам 
[image: image257.wmf]1

,,

ABAAEF

uuuruuuruuur

: а) вектор 
[image: image258.wmf]1

CA

uuur

; б) вектор 
[image: image259.wmf]OK

uuur

.
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	№ 4. Дано: 
[image: image261.wmf]593()

abcam
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rrur
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. Разложите вектор 
[image: image262.wmf]m

ur

 по векторам 
[image: image263.wmf],,

abc

rr

r

. Выпишите коэффициенты разложения.


Решения заданий самостоятельной работы
	Вариант 2

	№ 1. Диагонали основания правильной четырехугольной пирамиды MABCD пересекаются в точке O. Постройте векторы: а) 
[image: image264.wmf],,

ACOBOM

uuuruuuruuuur

; б) 
[image: image265.wmf],,

OBDMMO

uuuruuuuruuuur

; в) 
[image: image266.wmf],,

MBMDAD

uuuruuuuruuur

; г) 
[image: image267.wmf],,

MCAMOA

uuuuruuuuruuur

. 
Какие из этих троек векторов компланарны?
Ответ: Компланарными являются векторы: б) 
[image: image268.wmf],,

OBDMMO

uuuruuuuruuuur

; г) 
[image: image269.wmf],,

MCAMOA

uuuuruuuuruuur

.
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	№ 2. В прямоугольном параллелепипеде 
[image: image271.wmf]1

...

AD

 точки K, M, N, P – середины ребер 
[image: image272.wmf]11

,,

CDCD

 
[image: image273.wmf],

AB


[image: image274.wmf]11

AB

.
а) Найдите вектор, который равен сумме векторов 
[image: image275.wmf]11

BPADCC

++

uuuruuuruuuur

, а его начало и конец расположены в точках K, M, N, P или в вершинах параллелепипеда. 

б) Найдите длину полученного вектора, если 
[image: image276.wmf]1

4,5,3

ABADAA
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.
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	Решение. а) Используя правило параллелепипеда и равенство векторов 
[image: image278.wmf]1
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ADPKCCKM
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, получим: 
[image: image279.wmf]1111
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.

б) 
[image: image280.wmf]1

BM

 – диагональ прямоугольного параллелепипеда, измерения которого равны 2; 5; 3. Следовательно, 
[image: image281.wmf]222
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	№ 3. Точка O – центр основания 
правильной шестиугольной призмы 
[image: image282.wmf]111111

ABCDEFABCDEF

. Точка K лежит на ребре 
[image: image283.wmf]1

EE

,  
[image: image284.wmf]1

:2:3

EKKE

=

. Разложите по векторам 
[image: image285.wmf]1

,,

ABAAEF

uuuruuuruuur

: а) вектор 
[image: image286.wmf]1

CA

uuur

; б) вектор 
[image: image287.wmf]OK

uuur

.
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	Решение. 

а) 
[image: image289.wmf]1111111

CACBBAAAEFABAA
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, так как 
[image: image290.wmf]111111
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;

б) 
[image: image291.wmf]1

2
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OKOFFEEKABEFAA
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uuuruuuruuuruuuruuuruuuruuur

, так как 
[image: image292.wmf]1
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5
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uuuruuuruuuruuuruuuruuur

.

	№ 4. Дано: 
[image: image293.wmf]593()

abcam
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. Разложите вектор 
[image: image294.wmf]m

ur

 по векторам 
[image: image295.wmf],,

abc

rr

r

. Выпишите коэффициенты разложения.

Решение. 
[image: image296.wmf]59333,

abcam
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[image: image297.wmf]3293,
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Коэффициенты разложения равны 
[image: image299.wmf]2
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