Комплект 1. Введение

Зудина Е.

Справочные материалы
	Аксиома 1. Через любые три точки, не лежащие на одной прямой, проходит плоскость, и притом только одна.
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A  BC; A, B, C  
 — единственная

	Аксиома 2. Если две точки прямой лежат в плоскости, то все точки прямой лежат в этой плоскости.
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A , B  , X  AB
X 

	Аксиома 3. Если две плоскости имеют общую точку, то они имеют общую прямую, на которой лежат все общие точки этих плоскостей.
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A , A 
 и  пересекаются

	Теорема 1. Через прямую и не лежащую на ней точку проходит плоскость, и притом только одна.

Теорема 2. Через две пересекающиеся прямые проходит плоскость, и притом только одна.


Задания с пропусками
	Вариант 1

	№ 1.  Теорема 1. Через прямую и __________________ на ней точку проходит плоскость, и притом только одна.
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	Дано: прямая a, B  a.

Доказать. 
а) через прямую а и точку B проходит __________________;

б) такая плоскость только ________.

Доказательство. а) Пусть M  a, N  a. Точки М, __и __ не лежат на одной прямой, поэтому через эти точки, по аксиоме __, проходит некоторая плоскость . Так как M  a и N __ a, то, по аксиоме __, прямая a лежит в __________________ . Итак, плоскость  проходит через прямую __ и точку __.

б) Допустим, что через прямую a и точку B проходит еще одна плоскость . Тогда точки М, __ и В будут лежать также и в __________________ . Но, по аксиоме 1, через ______ точки, не лежащие на __________ прямой, проходит только одна плоскость. Следовательно, плоскость  совпадает с плоскостью __. Таким образом, через точку B и прямую a проходит только ________ плоскость.

Теорема доказана.

	№ 2. Точки A и B лежат в плоскостях  и . Выясните взаимное расположение плоскостей  и β, если эти плоскости различны.
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	Решение. Так как точка A лежит в плоскостях __ и β, то, согласно аксиоме __, плоскости ( и __ имеют общую ____________, на которой лежат все общие __________ этих плоскостей. Так как точка B лежит в плоскостях α и β, то точка B лежит на их общей ____________. Таким образом, плоскости α и β ________________________. Линией их пересечения является ____________ АВ.

	№ 3. Точки M, N, O и P не лежат в одной плоскости. Могут ли прямые MO и NP пересекаться?

	Решение. Если бы прямые MO и ____ пересекались, то, согласно теореме __, эти прямые лежали бы в одной __________________, следовательно, точки M, O, N и __ также лежали бы в этой __________________, что противоречит ______________. Значит, прямые MO и NP пересекаться ________________.
Ответ: ________________.


Решения заданий с пропусками
	Вариант 1

	№ 1. Теорема 1. Через прямую и не лежащую на ней точку проходит плоскость, и притом только одна.

Дано: прямая a, B .

Доказать: 
а) через прямую а и точку B проходит плоскость;

б) такая плоскость только одна. 
	[image: image6.wmf]

	Доказательство. а) Пусть M  a, N  a. Точки M, N и B не лежат на одной прямой, поэтому через эти точки, по аксиоме 1, проходит некоторая плоскость . Так как M  a и N ( a, то, по аксиоме 2, прямая a лежит в плоскости α. Итак, плоскость α проходит через прямую a и точку B.

б) Допустим, что через прямую a и точку B проходит еще одна плоскость, β. Тогда точки M, N и B будут лежать и в плоскости β. Но, по аксиоме 1, через три точки, не лежащие на одной прямой, проходит только одна плоскость. Следовательно, плоскость β совпадает с плоскостью α. Таким образом, через точку B и прямую a проходит только одна плоскость. 

Теорема доказана.

	№ 2. Точки A и B лежат в плоскостях α и β. Выясните взаимное расположение плоскостей α и β, если эти плоскости различны.
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	Решение. Так как точка A лежит в плоскостях α и β, то, согласно аксиоме 3, плоскости α и β имеют общую прямую, на которой лежат все общие точки этих плоскостей. Так как точка B лежит в плоскостях α и β, то точка B лежит на их общей прямой. Таким образом, плоскости α и β пересекаются. Линией их пересечения является прямая АВ.

	№ 3. Точки M, N, O и P не лежат в одной плоскости. Могут ли прямые MO и NP пересекаться?

	Решение. Если бы прямые MO и NP пересекались, то, согласно теореме 2, эти прямые лежали бы в одной плоскости, следовательно, и точки M, O, N и P также лежали бы в этой плоскости, что противоречит условию. Значит, прямые MO и NP пересекаться не могут.
Ответ: не могут.


Самостоятельная работа
	Вариант 1

	№ 1. На рисунке изображен куб. Точка М лежит на прямой АА1, точка K — на прямой АВ. Найдите:

а) все плоскости граней куба, в которых лежит прямая BC;

б) все плоскости граней куба, в которых лежит точка K;

в) прямую, по которой пересекаются плоскости BKM и A1B1C1;

г) точки пересечения прямой AK с плоскостью BCC1.
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	№ 2. На рисунке прямая b лежит в плоскости . Точки А, В, D и F лежат на прямой b, точки В, М, N и K — в плоскости (. Найдите:

а) общую прямую плоскостей α и β;
б) точки пересечения прямой b с плоскостью α;

в) точки, лежащие и в плоскости α, и в плоскости β.
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	№ 3. Две плоскости пересекаются по прямой m. Точка M лежит только в одной из этих плоскостей. Лежит ли точка M на прямой m? Ответ объясните.


Решения заданий самостоятельной работы
	Вариант 1

	№ 1. Ответы на вопросы к рисунку:

а) прямая BC лежит в плоскостях BB1C1 и ABC (задней и нижней);

б) точка K лежит в плоскостях ABC и ABB1 (нижней и левой);

в) плоскости BKM и A1B1C1 пересекаются по прямой A1B1;

г) прямая AK пересекает плоскость BCC1 в точке B.
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	№ 2. Ответы на вопросы к рисунку:

а) общая прямая плоскостей α и β — прямая m, она же BN;

б) B — точка пересечения прямой b с плоскостью α;

в) в плоскости α и в плоскости β лежат точки B и N.
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	№ 3. Две плоскости α и β пересекаются по прямой m. Точка M лежит только в одной из этих плоскостей — плоскости α. Лежит ли точка M на прямой m?

Ответ: точка M не лежит на прямой m.

На прямой m лежат общие точки плоскостей α и β (аксиома 3). Если бы точка M лежала на прямой m, то точка M была бы общей точкой плоскостей α и β, то есть лежала бы не только в плоскости α, но и в плоскости β, что противоречит условию.


Карточка-подсказка к самостоятельной работе
	№ 1. На рисунке изображен куб. Точка М лежит на прямой A1D1, точка Р — на прямой DD1, точка N — на прямой CD. Назовите:

а) точку пересечения прямой NP с плоскостью ADD1;

б) точку пересечения прямой PС1 с плоскостью ABD;

в) точку пересечения прямой PС с плоскостью ABD;

г) точку пересечения прямой MN с плоскостью АВС;

д) все плоскости граней куба, в которых лежит точка P;

е) все плоскости граней куба, в которых лежит прямая NP;

ж) прямую пересечения плоскостей ABD и PNC.
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	Ответы: 

а) прямая NP пересекает плоскость ADD1 в точке P;

б) прямая PC1 пересекает плоскость АВD в точке N;

в) прямая PС пересекает плоскость ABD в точке С;

г) прямая MN пересекает плоскость ABC в точке N;
д) точка P лежит в плоскостях ABC и CDD1;

е) прямая NP лежит в плоскости CDD1;

ж) плоскости ABD и PNC пересекаются по прямой CD.


Задания с пропусками
	Вариант 2

	№ 1. Теорема 2. Через две пересекающиеся ____________ проходит плоскость, и притом только одна.

Дано: прямые m и n, B  m, B  n.

Доказать: 
а) через прямые m и n проходит __________________;

б) такая плоскость только ________.
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	Доказательство. а) Пусть M  m, причем точка M не совпадает с точкой __. Тогда через прямую __ и __________ М, по теореме __, проходит плоскость α. Так как две точки __ и __ прямой m лежат в плоскости α, то, по аксиоме __, прямая m лежит в __________________ (. Итак, через прямые m и n проходит __________________ .

б) Допустим, что через прямые m и n проходит еще одна __________________, β. Тогда точка __ и __________ n лежат в этой плоскости __. Согласно теореме 1, через прямую и не лежащую на ней __________ проходит единственная __________________, следовательно, плоскости α и ( __________________. Таким образом, через пересекающиеся прямые __ и __ проходит ________ плоскость.

Теорема доказана.

	№ 2. На рисунке прямые a и b пересекаются в точке C. Докажите, что все прямые, не проходящие через точку C и пересекающие прямые a и b в каких-то точках X и Y, лежат в одной плоскости.
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	Доказательство. По __________________, через пересекающиеся прямые a и __ проходит некоторая плоскость α. Так как прямая a лежит в плоскости __ и X  a, то X . Аналогично, Y . Поэтому, согласно ________________, прямая XY лежит в ____________________. Итак, все рассматриваемые прямые лежат в __________  ____________________.

Утверждение доказано.

	№ 3. Прямая а лежит в плоскости α и пересекает плоскость β. Выясните взаимное расположение плоскостей α и β.

	Решение. Пусть прямая а пересекает плоскость __ в точке B. Прямая а __________ в плоскости α и B  a, значит, В __ (. Итак, плоскости ( и __ имеют __________ точку __, значит, они имеют __________ прямую. Таким образом, плоскости α и β ________________________.

Ответ: плоскости __ и β _________________________.


Решения заданий с пропусками
	Вариант 2

	№ 1. Теорема 2. Через две пересекающиеся прямые проходит плоскость, и притом только одна. 

Дано: прямые m и n, B  m, B  n.

Доказать: 
а) через прямые m и n проходит плоскость;

б) такая плоскость только одна.
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	Доказательство. а) Пусть M  m, причем точка M не совпадает с точкой B. Тогда через прямую n и точку M, по теореме 1, проходит плоскость α. Так как две точки B и M прямой m лежат в плоскости α, то, по аксиоме 2, прямая m лежит в плоскости α. Итак, через прямые m и n проходит плоскость α.

б) Допустим, что через прямые m и n проходит еще одна плоскость, β. Тогда точка M и прямая n лежат в этой плоскости β. Согласно теореме 1, через прямую и не лежащую на ней точку проходит единственная плоскость, следовательно, плоскости α и β совпадают. Таким образом, через пересекающиеся прямые m и n проходит только одна плоскость.

Теорема доказана.

	№ 2. На рисунке прямые a и b пересекаются в точке C. Докажите, что все прямые, не проходящие через точку C и пересекающие прямые a и b в каких-то точках X и Y, лежат в одной плоскости.
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	Доказательство. По теореме 1, через пересекающиеся прямые a и b проходит некоторая плоскость α. Так как прямая a лежит в плоскости α и X  a, то X . Аналогично, Y . Поэтому, согласно аксиоме 2, прямая XY лежит в плоскости α. Итак, все рассматриваемые прямые лежат в одной плоскости α.
Утверждение доказано.

	№ 3. Прямая а лежит в плоскости α и пересекает плоскость β. Выясните взаимное расположение плоскостей α и β.

	Решение. Пусть прямая а пересекает плоскость ( в точке B. Прямая а лежит в плоскости α и B  a, значит, В ( (. Итак, плоскости ( и ( имеют общую точку В, значит, они имеют общую прямую. Таким образом, плоскости α и β пересекаются.

Ответ: плоскости ( и β пересекаются.


Самостоятельная работа
	Вариант 2

	№ 1. На рисунке изображен куб. Точка М лежит на прямой АА1, точка K — на прямой АВ. Найдите:

а) все плоскости, в которых лежит точка M;

б) все плоскости, в которых лежит прямая MK;

в) точки пересечения прямой BM с плоскостью CC1B1;

г) прямую, по которой пересекаются плоскости BKС и AMB.
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	№ 2. На рисунке прямая d не лежит в плоскости α; точки А, В, С и М лежат на прямой d; прямая m лежит в плоскости (; прямые d и n лежат в одной плоскости. Найдите:

а) точки, лежащие и на прямой d, и в плоскости α;

б) точки, лежащие и на прямой d, и на прямой m;

в) точку пересечения прямых ВМ и n.
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	№ 3. Точки A, B и C лежат на одной прямой, точка D не лежит на ней. Через каждые три точки A, B и D; A, C и D; B, C и D проведены плоскости. Сколько плоскостей при этом получилось? Ответ объясните.


Решения заданий самостоятельной работы
	Вариант 2

	№ 1. Ответы на вопросы к рисунку:

а) точка M лежит в плоскостях ABB1 и ADD1;

б) прямая MK лежит в плоскости ABB1;

в) прямая BM пересекает плоскость CC1B1 в точке B;

г) плоскости BKС и AMB пересекаются по прямой AB.
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	№ 2. Ответы на вопросы к рисунку:

а) точка В лежит и на прямой d, и в плоскости α;

б) точка В лежит и на прямой d, и на прямой m;

в) прямые d и n не пересекаются.
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	№ 3. Точки A, B и C лежат на одной прямой, точка D не лежит на ней. Через каждые три точки A, B и D; A, C и D; B, C и D проведены плоскости. Сколько плоскостей при этом получилось? Ответ объясните.

Ответ: одна. 
Точки A, B и C лежат на одной прямой, а точка D не лежит на ней, поэтому, согласно теореме 1, через данную прямую и точку D можно провести только одну плоскость.
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