Комплект 8. Перпендикулярность прямых и плоскостей




Зудина Е.

Двугранный угол. Перпендикулярность плоскостей

Справочные материалы к заданиям с пропусками
	Теорема (признак прямоугольника). Если в параллелограмме диагонали равны, то этот параллелограмм – прямоугольник.

	Определение. Параллелепипед называется прямоугольным, если в его основании лежит прямоугольник, а боковые ребра перпендикулярны к основанию.

	Теорема о трех перпендикулярах. Прямая, проведенная в плоскости через основание наклонной, перпендикулярно к ее проекции на эту плоскость, перпендикулярна и к самой наклонной.

Обратная теорема: прямая, проведенная в плоскости через основание наклонной перпендикулярно к ней, перпендикулярна и к ее проекции.

	Определение. Прямая называется перпендикулярной к плоскости, если она перпендикулярна к любой прямой, лежащей в этой плоскости.

	Градусной мерой двугранного угла называется градусная мера его линейного угла.
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Задания с пропусками

	Вариант 1

	№ 1. Диагонали основания ABCD параллелепипеда A…D1 равны, а боковое ребро перпендикулярно к основанию. Докажите, что этот параллелепипед прямоугольный.
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	Доказательство. По определению, основанием параллелепипеда является ______________. По условию диагонали параллелограмма _____, то есть          AC = __ следовательно, согласно признаку прямоугольника параллелограмм ABCD является______________. Так как боковое _____данного параллелепипеда A…D1 _______________ к основанию, то согласно определению параллелепипед является _____________, что и требовалось доказать.

	№ 2. Двугранный угол равен 
[image: image4.wmf]45

°

. Точка A, лежащая на одной из граней, удалена от ребра двугранного угла на 
[image: image5.wmf]42

см. Найдите расстояние от точки A до другой грани угла.
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	Решение. Пусть угол 
[image: image7.wmf]ACK

 – ________________ угол данного двугранного угла. По условию 
[image: image8.wmf]Ð

ACK = _____. Расстояние от точки А до плоскости РСМ равно __________ перпендикуляра, проведенного из точки ___ к этой плоскости. Построим этот ____________________. Проведем в плоскости РСМ из точки ___ перпендикуляр 
[image: image9.wmf]AK

 к прямой ____. Так как 
[image: image10.wmf]PCCM

^

 и PC __ CA, то прямая РС ____________________________ к плоскости АСМ (по ____________ перпендикулярности прямой и __________________), следовательно, PC __ AK (по ____________________ прямой, перпендикулярной к плоскости). 

Итак, AK __ CM и AK __ PC, следовательно, по признаку ______________________________ прямой и плоскости прямая 
[image: image11.wmf]AK

 перпендикулярна к ________________ РСМ, а длина отрезка _____ – искомое расстояние.

В прямоугольном ____________________ AKС: 
[image: image12.wmf]_____,

AK
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 значит, AK = ____
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 (см).

Ответ: __ см.


Решения заданий с пропусками
	Вариант 1

	№ 1. Диагонали основания ABCD параллелепипеда A…D1 равны, а боковое ребро перпендикулярно к основанию. Докажите, что этот параллелепипед прямоугольный.
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	Доказательство. По определению, основанием параллелепипеда является параллелограмм. По условию диагонали параллелограмма равны, то есть AC = BD, следовательно, согласно признаку прямоугольника параллелограмм ABCD является прямоугольником. Так как боковое ребро данного параллелепипеда A…D1 перпендикулярно к основанию, то согласно определению параллелепипед является прямоугольным, что и требовалось доказать.

	№ 2. Двугранный угол равен 
[image: image17.wmf]45

°

. Точка A, выбранная на одной из граней удалена от ребра двугранного угла на 
[image: image18.wmf]42

см. Найдите расстояние от точки A до второй грани угла.
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	Решение. Пусть 
[image: image20.wmf]ACK

Ð

 – линейный угол данного двугранного угла. По условию 
[image: image21.wmf]ACK

Ð=

45(. Расстояние от точки А до плоскости РСМ равно длине перпендикуляра, проведенного из точки А к этой плоскости. Построим этот перпендикуляр. Проведем в плоскости РСМ из точки А перпендикуляр к прямой СМ. Так как 
[image: image22.wmf]PCCM

^

 и РС ( СА, то прямая РС перпендикулярна к плоскости АСМ (по признаку перпендикулярности прямой и плоскости), следовательно, PC ( AK (по определению прямой, перпендикулярной к плоскости). 

Итак, AK ( CM и AK ( PC, следовательно, по признаку перпендикулярности прямой и плоскости прямая 
[image: image23.wmf]AK

 перпендикулярна к плоскости РСМ, а длина отрезка 
[image: image24.wmf]AK

 – искомое расстояние.

В прямоугольном треугольнике AKС: 
[image: image25.wmf]AK
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sin(С, значит, 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image29.wmf]2
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 = 4 (см).

Ответ: 4 см.


Справочные материалы к самостоятельной работе
	Определение. Прямая называется перпендикулярной к плоскости, если она перпендикулярна к любой прямой, лежащей в этой плоскости.

	

	Теорема (признак перпендикулярности прямой и плоскости). Если прямая перпендикулярна к двум пересекающимся прямым, лежащим в плоскости, то она перпендикулярна к этой плоскости.

	Теорема. Квадрат диагонали прямоугольного параллелепипеда равен сумме квадратов трех его измерений:
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	Следствие. Диагонали прямоугольного параллелепипеда равны.

	
[image: image32.wmf],
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, (MON – линейный угол двугранного угла MABN.
Градусной мерой двугранного угла называется градусная мера его линейного угла.
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	Две пересекающиеся плоскости образуют четыре попарно равных двугранных угла.

За величину угла между плоскостями принимается величина того двугранного угла, который меньше или равен 90(.

	Определение. Две пересекающиеся плоскости называются перпендикулярными (взаимно перпендикулярными), если угол между ними равен 
[image: image35.wmf]90

°

.

	Теорема (признак перпендикулярности двух плоскостей). Если одна из двух плоскостей проходит через прямую, перпендикулярную к другой плоскости, то такие плоскости перпендикулярны.


Карточка–подсказка к самостоятельной работе
	Задача 1. Измерения прямоугольного параллелепипеда равны 4 м, 5 м и 
[image: image36.wmf]22

м. Найдите длину его диагонали. 

Решение. Измерения прямоугольного параллелепипеда: a = 4 м, b = 5 м и c = 
[image: image37.wmf]22

 м. Его диагональ: 
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Ответ: 7 м.

	Задача 2. Гипотенуза BC равнобедренного прямоугольного треугольника ABC лежит в плоскости α, а расстояние от вершины A до плоскости α равно 6. Найдите синус угла между плоскостями ABC и α, если BC = 20.
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	Решение. Высота AM равнобедренного треугольника ABC является медианой. Медиана прямоугольного треугольника ABC равна половине гипотенузы, то есть AM = 0,5BC = 10.

Проведем перпендикуляр АО к плоскости (, тогда отрезок ОМ – проекция наклонной АМ. Так как 
[image: image40.wmf]AMBC

^

, то и 
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^

. Таким образом, 
[image: image42.wmf]AMO

Ð

 – линейный угол искомого двугранного угла.

В прямоугольном треугольнике AOM 
[image: image43.wmf]sin0,6.
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Ответ: 0,6.


Самостоятельная работа
	Вариант 1

	№ 1. Угол ABC – линейный угол двугранного угла с ребром a. Выясните взаимное расположение прямой a и плоскости ABC. Ответ обоснуйте.
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	№ 2. Три измерения прямоугольного параллелепипеда равны 1 м, 2 м и 3 м. Найдите длины его диагоналей.
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	№ 3. Три ребра тетраэдра ABCD, выходящие из вершины B, взаимно перпендикулярны и равны  каждое 
[image: image46.wmf]42

.

1. Найдите угол между гранями: а) DBC и ABC; б) DBA и ABC.

2. Найдите тангенс угла между гранями DAC и ABC.
	
[image: image47.emf] 
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Решения заданий самостоятельной работы
	Вариант 1

	№ 1. Угол ABC – линейный угол двугранного угла с ребром a. Выясните взаимное расположение прямой a и плоскости ABC. Ответ обоснуйте. 

Решение. Прямая a перпендикулярна к двум пересекающимся прямым (
[image: image48.wmf],

aABaBC

^^

), лежащим в плоскости ABC.
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	Согласно признаку перпендикулярности прямой и плоскости прямая a перпендикулярна к плоскости ABC.

Ответ: 
[image: image50.wmf].
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	№ 2. Измерения прямоугольного параллелепипеда равны 1 м, 2 м и 3 м. Найдите длины его диагоналей.
	
[image: image51.emf] 
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	Решение. Диагонали прямоугольного параллелепипеда равны. По условию измерения прямоугольного параллелепипеда следующие: a = 1 м, b = 2 м и c = 3 м. Его диагональ 
[image: image52.wmf]222222
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 м.
Ответ: 
[image: image53.wmf]14

 м.

	№ 3. Три ребра тетраэдра ABCD, выходящие из вершины B, взаимно перпендикулярны и равны каждое 
[image: image54.wmf]42

.

1. Найдите угол между гранями: а) DBC и ABC; б) DBA и ABC.
2. Найдите тангенс угла между гранями DAC и ABC.
	
[image: image55.emf] 
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	Решение.
1. а) По условию 
[image: image56.wmf]ABBC

^

, 
[image: image57.wmf]DBBC

^

, следовательно, угол 
[image: image58.wmf]DBA

 – линейный угол двугранного угла DBCA, значит, угол между плоскостями DBC и ABC равен 
[image: image59.wmf]90

°

.
б) По условию 
[image: image60.wmf]CBAB

^

, 
[image: image61.wmf]BDAB

^

, следовательно, 
[image: image62.wmf]DBC

Ð

 – линейный угол двугранного угла ADBC, значит, угол между плоскостями DBA и ABC равен 
[image: image63.wmf]90

°

.
2. Треугольники ABD и CBD равны по двум катетам, следовательно, их гипотенузы AD и CD равны. 

В равнобедренном треугольнике ADC высота DM является медианой, в равнобедренном треугольнике ABС медиана BM является высотой. Следовательно, угол 
[image: image64.wmf]DMB

 – линейный угол двугранного угла DACB. В прямоугольном треугольнике ABС 
[image: image65.wmf]22
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В прямоугольном треугольнике DBM 
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Ответ: 1. а) 
[image: image68.wmf]90

°

; б) 
[image: image69.wmf]90

°

. 2. 
[image: image70.wmf]2

.


Задания с пропусками

	Вариант 2

	№ 1. Катет BC прямоугольного треугольника ABC с гипотенузой AB лежит в плоскости α. Угол между плоскостями α и ABC равен 
[image: image71.wmf]60

°

. Найдите расстояние от точки A до плоскости α, если BC = 9 см, AB = 15 см.
	
[image: image72.emf] 
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	Решение. Проведем перпендикуляр AН к плоскости α: его длина – искомое __________________ от точки А до плоскости (. Отрезок AC – наклонная к __________________ (, отрезок НC – проекция наклонной ____ на плоскость α, а прямая BC, лежащая в плоскости α, _________________________ к наклонной AC. Следовательно, по теореме о трех __________________________, 
[image: image73.wmf]BCHC

^

. Таким образом, угол 
[image: image74.wmf]AHC

 – _______________ угол двугранного угла, образованного плоскостями __ и ABC. По условию, 
[image: image75.wmf]AHC

Ð=

_____.

В треугольнике 
[image: image76.wmf]ABC

 
[image: image77.wmf]90
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, BC = __ см, AB = ____ см, поэтому 

[image: image78.wmf]22
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В треугольнике 
[image: image79.wmf]ACH

 
[image: image80.wmf]Ð

H = _____, 
[image: image81.wmf]60
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, AC = ____ см, следовательно, AH = ____
[image: image82.wmf]×

 sinC = 12 
[image: image83.wmf]×

___ = _____ см.

Ответ: _____ см.

	№ 2. Гипотенуза AB равнобедренного прямоугольного треугольника ABC равна 8 см. К плоскости треугольника проведен перпендикуляр DC, равный 
[image: image84.wmf]43

см. Найдите угол между плоскостями DAB и CAB.
	
[image: image85.emf] 
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	Решение. В равнобедренном ___________________ треугольнике ABC катеты равны: AC = ____. Высота CK этого треугольника является ______________, то есть точка K – середина гипотенузы ____.

DC – перпендикуляр к плоскости ______, следовательно, треугольники ACD и BCD – _____________________. 

∆ACD = ∆BCD (по двум катетам: AC = ___ по условию, CD — _________ катет, следовательно, их гипотенузы AD и ____ равны.

В равнобедренном треугольнике ADB медиана DK является _________________. Следовательно, угол 
[image: image86.wmf]DKC

 – _____________ угол двугранного угла DABC, то есть угол между плоскостями DAB и CAB равен градусной мере угла 
[image: image87.wmf].
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 В прямоугольном треугольнике ABC: 
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см (свойство медианы, проведенной к гипотенузе). В прямоугольном треугольнике DKC 
[image: image89.wmf]_____
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 Следовательно, 
[image: image90.wmf]DKC
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Ответ: _____.


Решения заданий с пропусками
	Вариант 2

	№ 1. Катет BC прямоугольного треугольника ABC с гипотенузой AB лежит в плоскости α. Угол между плоскостями α и ABC равен 
[image: image91.wmf]60

°

. Найдите расстояние от точки A до плоскости α, если BC = 9 см, AB = 15 см.
	
[image: image92.emf] 
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	Решение. Проведем перпендикуляр AН к плоскости α: его длина – искомое расстояние от точки А до плоскости (. Отрезок AC – наклонная к плоскости α, отрезок НC – проекция наклонной AC на плоскость α, а прямая BC, лежащая в плоскости α, перпендикулярна к наклонной AC. Следовательно, согласно теореме о трех перпендикулярах, 
[image: image93.wmf]BCHC

^

. Таким образом, угол 
[image: image94.wmf]AHC

 – линейный угол двугранного угла, образованного плоскостями α и ABC. По условию 
[image: image95.wmf]AHC

Ð=

60(.

В треугольнике 
[image: image96.wmf]ABC

 
[image: image97.wmf]90
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, BC = 9 см, AB = 15 см, поэтому 
AC =
[image: image98.wmf]22
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 = 12 см.

В треугольнике 
[image: image99.wmf]ACH

 
[image: image100.wmf]H
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90(, 
[image: image101.wmf]60
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, AC = 12 см, следовательно, 
[image: image102.wmf]3
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Ответ: 
[image: image103.wmf]63

см.

	№ 2. Гипотенуза AB равнобедренного прямоугольного треугольника ABC равна 8 см. К плоскости треугольника проведен перпендикуляр DC, равный 
[image: image104.wmf]43

см. Найдите угол между плоскостями DAB и CAB.
	
[image: image105.emf] 
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	Решение. В равнобедренном прямоугольном треугольнике ABC катеты равны: AC = BC. Высота CK этого треугольника является медианой, то есть точка K – середина гипотенузы AB.

DC – перпендикуляр к плоскости ABC, следовательно, треугольники ACD и BCD – прямоугольные. ∆ACD = ∆BCD (по двум катетам: AC = BC по условию, CD – общий катет, следовательно, их гипотенузы AD и BD равны. В равнобедренном треугольнике ADB медиана DK является высотой. Следовательно, угол 
[image: image106.wmf]DKC

 – линейный угол двугранного угла DABC, то есть угол между плоскостями DAB и CAB равен градусной мере угла 
[image: image107.wmf]DKC

. В прямоугольном треугольнике ABC 
[image: image108.wmf]1
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АВ = 4 см (свойство медианы, проведенной к гипотенузе). В прямоугольном треугольнике DKC 
[image: image109.wmf]tgK
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image110.wmf]43
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==

. Следовательно, 
[image: image111.wmf]DKC
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image112.wmf]60

°

.

Ответ: 
[image: image113.wmf]60

°

.


Самостоятельная работа
	Вариант 2

	№ 1. Угол между двумя плоскостями равен 
[image: image114.wmf]80

°

. Найдется ли в одной из этих плоскостей прямая, перпендикулярная к другой плоскости? Ответ обоснуйте.
	
[image: image115.emf] 
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	№ 2. Три ребра параллелепипеда, имеющие общую вершину, равны 
[image: image116.wmf]23

м, 
[image: image117.wmf]2

м и 
[image: image118.wmf]11

м, а одна из его диагоналей равна 6 м. Является ли этот параллелепипед прямоугольным?

	№ 3. Три ребра тетраэдра ABCD, выходящие из вершины B, взаимно перпендикулярны, 
[image: image119.wmf]213

AB
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 см, 
[image: image120.wmf]313

BC

=

 см, 
[image: image121.wmf]8

BD

=

 см. Найдите тангенс угла между гранями DAC и  ABC.
	
[image: image122.emf] 
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Решения заданий самостоятельной работы
	Вариант 2

	№ 1. Угол между двумя плоскостями равен 
[image: image123.wmf]80

°

. Найдется ли в одной из этих плоскостей прямая, перпендикулярная к другой плоскости? Ответ обоснуйте.
	
[image: image124.emf] 
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	Ответ: Не найдется. Если в плоскости α найдется прямая a, перпендикулярная к плоскости β, то, значит, плоскость α проходит через прямую a, перпендикулярную к плоскости β. Согласно признаку перпендикулярности двух плоскостей 
[image: image125.wmf]a^b

 и угол между плоскостями α и β равен 
[image: image126.wmf]90

°

, что противоречит условию. Следовательно, такой прямой не существует.

	№ 2. Три ребра параллелепипеда, имеющие общую вершину, равны 
[image: image127.wmf]23

м, 
[image: image128.wmf]2

м и 
[image: image129.wmf]11

м, а одна из его диагоналей равна 6 м. Является ли этот параллелепипед прямоугольным?

	Ответ: Не является. Если параллелепипед прямоугольный, то его диагонали равны и вычисляются по формуле: 
[image: image130.wmf]222

dabc
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, где 
[image: image131.wmf]23

a
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 м, 
[image: image132.wmf]2

b
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 м и 
[image: image133.wmf]11

c

=

 м. Откуда 
[image: image134.wmf](
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 м, а по условию одна из диагоналей равна 6 м. Значит, данный параллелепипед не является прямоугольным.

	№ 3. Три ребра тетраэдра ABCD, выходящие из вершины B, взаимно перпендикулярны, 
[image: image135.wmf]213
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[image: image136.wmf]313

BC
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 см, 
[image: image137.wmf]8

BD

=

 см. Найдите тангенс угла между гранями   
DAC и ABC.
	
[image: image138.emf] 

A  

B  

C  

D  

Н  



	Решение. Построим высоту ВН треугольника АВС, тогда по теореме о трех перпендикулярах наклонная DH ( АС, значит, угол BHD – линейный угол двугранного угла BACD, а 
[image: image139.wmf]tg
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BH

AC

×

=

. По теореме Пифагора 
[image: image142.wmf](
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 Тогда 
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. Итак, 
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Ответ: 
[image: image145.wmf]4
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